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基于终端观测条件反演非线性抛物型方程的辐射系数

张　涛，杜　乐，邓醉茶

（兰州交通大学 数理学院，兰州　７３００７０）

摘要：研究了利用终端观测数据重构非线性热传导方程辐射系数的反演问题。与一般的抛物型方程不同的是，非

线性热传导方程不仅具有非线性源项，而且边界也是非线性的。主要研究了一维逆问题的理论分析。对于多维情

况，同样是适用的。基于最优控制框架，考虑到原问题的不适定性，首先将原问题转化为一个优化问题，在对原问

题做估计的同时，证明了控制泛函极小值的存在性以及极值存在的必要条件。其次由于最优控制问题是非凸的，

一般不存在全局唯一性，该解只在一些特殊条件下是局部唯一的。最后简单给出了解的稳定性分析。需要指出的

是，一般情况下，参数识别是一个非线性反问题，即使其基本方程是一个线性方程。模型复杂性的增大，一方面使

得该模型可以刻画更多的物理现象，另一方面也会给相应的分析带来更大的困难。因此，逆问题Ｐ的非线性程度，

在某种意义上，要高于那些由线性方程控制的非线性程度，在复杂性方面也是如此。

关键词：反问题；非线性；抛物型方程；辐射系数

中图分类号：Ｏ１７５．２９　　　　　文献标志码：Ａ

犐狀狏犲狉狊犻狅狀狅犳犚犪犱犻犪狋犻狅狀犆狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋犻狀犖狅狀犾犻狀犲犪狉犘犪狉犪犫狅犾犻犮

犈狇狌犪狋犻狅狀犅犪狊犲犱狅狀犜犲狉犿犻狀犪犾犗犫狊犲狉狏犪狋犻狅狀犆狅狀犱犻狋犻狅狀

ＺＨＡＮＧＴａｏ，ＤＵＬｅ，ＤＥＮＧＺｕｉｃｈａ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＬａｎｚｈｏｕＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｌａｎｚｈｏｕ７３００７０，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｔｈｉｓａｒｔｉｃｌｅｓｔｕｄｉｅｓｔｈｅｉｎｖｅｒｓｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｔｈｅｒａｄｉａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆａｎｏｎｌｉｎｅａｒｈｅａｔｃｏｎ

ｄｕｃｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｔｅｒｍｉｎａｌｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｄａｔａ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｐａｒａｂｏｌｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｈｅａｔ

ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｎｏｔｏｎｌｙｈａｓａｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｏｕｒｃｅｔｅｒｍ，ｂｕｔａｌｓｏｂｏｕｎｄａｒｙｉｓｎｏｎｌｉｎｅａｒ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｃｏｎ

ｔｒｏｌｆｒａｍｅｗｏｒｋ，ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｉｓｆｉｒｓｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｉｎｔｏａｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ，ａｎｄｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｎｅｃｅｓｓａ

ｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｍｉｎｉｍｕｍｖａｌｕｅａｒｅｐｒｏｖｅｄ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｂｌｅｍｉｓｇｅｎｅｒａｌｌｙｎｏｎ

?ｃｏｎｖｅｘａｎｄｌａｃｋｓｇｌｏｂａｌｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ，ｗｈｉｃｈｉｓｃｏｍｍｏｎｉｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｔｈｉｓａｒｔｉｃｌｅｐｒｏｖｅｓｔｈａｔｔｈｅ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｌｏｃａｌｌｙｕｎｉｑｕｅ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎ．Ｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｐｏｉｎｔｅｄｏｕｔｔｈａｔ，ｉｎｇｅｎｅｒ

ａｌ，ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｉｓａｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍ，ｅｖｅｎｉｆｔｈｅｂａｓｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｉｓａｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｅ

ｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌ，ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｗｉｌｌｂｒｉｎｇｇｒｅａｔｅｒｄｉｆｆｉｃｕｌｔｉｅｓｔｏｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓ．Ｔｈｅｒｅ

ｆｏｒｅ，ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｅｇｒｅｅｏｆｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍＰｉｓ，ｉｎａｓｅｎｓｅ，ｈｉｇｈｅｒｔｈａｎｔｈａｔｏｆｔｈｏｓｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｂｙｌｉｎｅａｒｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓ，ａｎｄｉｎｔｅｒｍｓｏｆｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍ；ｎｏｎｌｉｎｅａｒ；ｐａｒａｂｏｌｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ；ｒａｄｉａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

　　偏微分方程
［１］作为应用数学和纯粹数学的一个 重要分支，在很多方面都起着至关重要的作用，例如
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在军事领域的精确制导、卫星定位、雷达探测等；工

业工程中的声纳探测、石油勘探、天气预报等；在医

疗领域的Ｘ光片、ＣＴ机等中都有着不可代替的作用。

而偏微分方程反问题［２］更是其中亟需发展的学科，与

正问题相比，大多数反问题都是不适定的［３］，这是由多

种因素造成的，也大大增加了反演工作的难度。

近年来，抛物型方程系数反问题［４?６］的研究得到

了一系列重要的成果。例如文献［７］中对期权定价

中Ｂｌａｃｋ?Ｓｃｈｏｌｅｓ方程的波动率进行了识别：

犆狋＋
１

２
σ
２犛２犆狊狊＋（狉－狇）犛犆狊－狉犆 ＝０，

其中：狉是无风险利率，狇是红利率，犆是期权价格，σ

是隐含波动率。文献［８］中，使用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化

方法，对有源项的热传导方程：

狌狋－（狇（狓）狌）＝犳（狓，狋）

的系数狇（狓），进行了稳定性和收敛性的分析。文献

［９］也利用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法，研究了Ｌａｐｌａｃｅ

型方程的未知系数在Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题中的收敛性。在

文献［１０?１１］中，对依赖时间狋的情况狌狋－Δ狌＋

狇（狋）狌＝０，（狓，狋）∈犙，进行了广泛的研究。在文献

［１２］中，作者对如下方程：

狌狋－Δ狌＋狇（狓）狌＝０，（狓，狋）∈犙，

使用迭代不动点投影法得到了数值解。文献［１３］利

用全变差正则化方法对如下方程：

狌狋－Δ狌＝犳（狓），（狓，狋）∈ ［０，犾］×［０，犜］，

的源项进行了讨论，得到了最优解的存在性、唯一性

和稳定性。

可以看出文献［７?１３］中所研究的方程较为简

单，多为不含源项或是含线性源项的热传导方程，且

边界条件多为简单的第一类边界条件，而本文研究

了在给出终端观测数据时识别非线性抛物方程辐射

系数的反问题，在方程为非线性的情况下，同时边界

条件也是更加复杂的非线性边界，该问题在应用科

学等领域具有重要的价值，应用更加的广泛。该问

题可以用以下形式进行描述：

问题犘　考虑如下非线性抛物方程初边值问

题：

狌狋－（犪（狓）狌狓）狓＋狇（狓）狌＝犳（狌）， （狓，狋）∈犙＝Ω×（０，犜］

狌（狓，０）＝狌０（狓）， 狓∈ （０，犾）

－狌狓（０，狋）＋犫１（狌）＝０， 狋∈ （０，犜］

狌狓（犾，狋）＋犫２（狌）＝０， 狋∈ （０，犜

烅

烄

烆 ］

（１）

其中：犪（狓），狌０（狓）是给定区间（０，犾）上的光滑函数，

且０≤犪（狓）≤犕，狇（狓）是方程中的未知系数，假设

给定终端时刻数据

狌（狓，犜）＝犵（狓），狓∈ （０，犾） （２）

需要根据方程（１）和条件（２）来确定未知函数狌和狇。

问题Ｐ显然是不适定的，因为观测数据的微小

扰动会导致解的巨大变化。而最优控制方法是处理

不适定问题的有力工具，在偏微分方程反问题领域，

尤其是终端控制问题［１４?１６］方面有很多的应用。需要

指出的是，一般情况下，参数识别是一个非线性反问

题，即使基本方程是一个线性方程。然而，本文所讨

论的数学模型不仅具有非线性源项，而且边界条件

也是非线性的。模型复杂性的增大，一方面使得该

模型可以刻画更多的物理现象，另一方面也会给相

应的分析带来更大的困难。因此，逆问题Ｐ的非线

性程度，在某种意义上，要高于那些由线性方程控制

的非线性程度，在复杂性方面也是如此。

１　最优控制问题

本文中，假设狌０（狓）≥０，狌０（狓）∈犆
２，α［０，犾］，０＜

α＜１，由极值原理
［１７］知 ‖狌‖∞ ≤犆，记Φ＝ ｍａｘ

狓∈［０，犾］

狘狌（狓）狘。

在问题Ｐ中，假设：

１）函数犳∈犆
２［０，Φ］，并且满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条

件：

犔＞０，狘犳（狌１）－犳（狌２）狘≤犔狘狌１－狌２狘，

以及犳（０）＝０，狘犳
′
狘，狘犳

″
狘≤犕。

２）函数犫犻 ∈犆
２［０，Φ］，并且满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条

件：

犔＞０，狘犫犻（狌１）－犫犻（狌２）狘≤犔犻狘狌１－狌２狘，

（犻＝１，２），

以及犫犻（０）＝０，（犻＝１，２），犫
′
犻（狓）≥δ犻≥０，狘犫

″
犻狘≤

犕，其中δ犻，犕 为常数。

考虑到原问题的不适定性，以及对于一般观测

数据犵（狓），问题Ｐ可能没有解，转而考虑以下最优

控制问题Ｐ１。

问题犘１　 找到珘狇（狓）∈犃，使得

犑（珘狇）＝ｍｉｎ
狇∈犃
犑（狇）， （３）

其中：

６５１
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犑（狇）＝
１

２∫
犾

０
狘狌（狓，犜；狇）－犵（狓）狘

２ｄ狓＋
犖
２∫

犾

０

狘狇狘
２ｄ狓 （４）

犃＝ ｛狇（狓）狘０＜α０≤狇≤α１，狇∈犔
２（０，犾）｝

（５）

其中：犖＞０（犖为正则化参数），狌（狓，狋；狇）是方程（１）

对应于任意给定的系数狇（狓）∈犃的解。其中α０，α１是

两个给定的正常数，假设终端观测数据犵（狓）满足：

犵（狓）∈犔
２（０，犾） （６）

因此，正问题是由已知的系数狇（狓），确定式（１）

的解狌（狓，狋）。本文对狌（狓，狋）有以下估计。

引理１．１　 设狌（狓，狋）为式（１）的解，狇（狓）∈犃

是给定函数，则对于狌（狓，狋）有以下估计：

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０
狌２ｄ狓＋∫

狋

０∫
犾

０
狘狌狓狘

２ｄ狓ｄ狋≤犆∫
犾

０
狌２０ｄ狓

其中：犆是常数。

证明　方程（１）中，有０≤狋≤犜，现对方程（１）

两边同时乘以狌并积分得，

∫
狋

０∫
犾

０
狌狌狋ｄ狓ｄ狋 －∫

狋

０∫
犾

０
狌（犪（狓）狌狓）狓ｄ狓ｄ狋 ＋∫

狋

０

∫
犾

０
狇狌

２ｄ狓ｄ狋＝∫
狋

０∫
犾

０
狌犳（狌）ｄ狓ｄ狋

其中：

∫
狋

０∫
犾

０
犳（狌）狌ｄ狓ｄ狋≤∫

狋

０∫
犾

０
狘犳（狌）－犳（０）‖狌狘

ｄ狓ｄ狋≤∫
狋

０∫
犾

０
犔狘狌狘

２ｄ狓ｄ狋

由分部积分得

∫
狋

０∫
犾

０
狌狋狌ｄ狓ｄ狋＝

１

２∫
犾

０∫
狋

０

（狌２）狋ｄ狋ｄ狓＝
１

２∫
犾

０
狌２狘（狓，狋）

ｄ狓－
１

２∫
犾

０
狌２０ｄ狓，

∫
狋

０∫
犾

０
狌（犪（狓）狌狓）狓ｄ狓ｄ狋＝∫

狋

０∫
犾

０

（犪狌狓狌）狓ｄ狓ｄ狋－∫
狋

０

∫
犾

０
犪狌２狓ｄ狓ｄ狋＝∫

狋

０
犪（犾）狌狓（犾，狋）狌（犾，狋）ｄ狋－∫

狋

０
犪（０）狌狓（０，

狋）狌（０，狋）ｄ狋－∫
狋

０∫
犾

０
犪狌２狓ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０
犪（犾）犫２（狌）狌（犾，狋）ｄ狋－

∫
狋

０
犪（０）犫１（狌）狌（０，狋）ｄ狋－∫

狋

０∫
犾

０
犪狌２狓ｄ狓ｄ狋

注意到

犫犻（狌）＝犫犻（０）＋犫
′
犻（ξ犻）狌，犻＝１，２

于是

∫
狋

０∫
犾

０
狌（犪（狓）狌狓）狓ｄ狓ｄ狋 ＝－∫

狋

０
犪（犾）犫′２（ξ２）狌

２（犾，

狋）ｄ狋－∫
狋

０
犪（０）犫′１（ξ１）狌

２（０，狋）ｄ狋－∫
狋

０∫
犾

０
犪狌２狓ｄ狓ｄ狋

所以有

１

２∫
犾

０
狌２狘（狓，狋）ｄ狓＋∫

狋

０∫
犾

０
犪狌２狓ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０∫
犾

０
狇狌

２ｄ狓ｄ狋＋

∫
狋

０
犪（犾）δ２狌

２（犾，狋）ｄ狋＋∫
狋

０
犪（０）δ１狌

２（０，狋）ｄ狋≤
１

２∫
犾

０
狌２
０ｄ狓＋

∫
狋

０∫
犾

０
犔狘狌狘

２ｄ狓ｄ狋

因此，由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式
［１９］可以得到

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０
狌２ｄ狓＋∫

狋

０∫
犾

０
狘狌狓狘

２ｄ狓ｄ狋≤犆∫
犾

０
狌２０ｄ狓

这就完成了引理１．１的证明。

２　 存在性

定理２．１　 存在一个犑（狇）的最小元珘狇∈犃，即

犑（珘狇）＝ｍｉｎ
狇∈犃
犑（狇）

证明 　 设（狌狀，狇狀）是一个最小化序列，即

ｉｎｆ
狇∈犃
犑（狇）≤犑（狇狀）≤ｉｎｆ

狇∈犃
犑（狇）＋

１

狀
，狀＝１，２，…

由于犑（狇狀）≤犆以及犑的特殊结构，有

‖狇狀‖犔
２（０，犾）≤犆（犆与狀无关）。

利用Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理
［２０］，可得到

‖狇狀‖犆
１
２（０，犾）≤犆

所以

‖狌狀（狓，狋）‖犆
２＋
１
２
，１＋
１
４（犙）≤犆（犆与狀无关）。

因此可以选择一个狇狀和狌狀的子序列，同样用狇狀和狌狀

表示，这样就有

狇狀（狓）→珘狇（狓）∈犆
１
２（０，犾），一致收敛于犆α（０，

犾）（０＜α≤
１

２
），

狌狀（狓，狋）→珘狌（狓，狋），一致收敛于 犆
α，
α
２（珚犙）∩

犆２＋α
，１＋

α
２

ｌｏｃ （犙）

根据上面式子可以很容易验证（狇狀，狌狀（狓，狋））满足式

（１），通过Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理
［２１］，以及犔２ 范数

的弱半连续性可推得：

犑（珘狇）≤ｌｉｍ
狀→∞
ｉｎｆ犑（狇狀）＝ｍｉｎ

狇∈犃
犑（狇）

故犑（珘狇）＝ｍｉｎ
狇∈犃
犑（狇）。

这就完成了定理的证明。

３　 必要条件

定理３．１　 设狇是最优控制问题（３）的解，那么

对于任意的犺∈犃，有

∫
犾

０

［狌（狓，犜；狇）－犵（狓）］ξ（狓，犜）ｄ狓＋犖∫
犾

０
狇·

（犺－狇）ｄ狓≥０ （７）

７５１
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其中ξ（狓，狋）满足如下系统：

ξ狋－（犪（狓）ξ狓）狓＋狇（狓）ξ＝－（犺－狇）狌＋ξ犳
′（狌），

（狓，狋）∈Ω×（０，犜］

ξ（狓，０）＝０

ξ狓（０，狋）＝ξ犫
′
１（狌）

ξ狓（犾，狋）＝－ξ犫
′
２（狌

烅

烄

烆 ）

（８）

证明 　 对于任意的犺∈犃，０≤δ≤１，令

狇δ ＝ （１－δ）狇＋δ犺∈犃

则

犑δ＝犑（狇δ）＝
１

２∫
犾

０
狘狌（狓，犜；狇δ）－犵（狓）狘

２
＋
犖
２

∫
犾

０
狘狇δ狘

２ｄ狓 （９）

令狌δ 是方程（１）的解，其中狇＝狇δ，从而有

ｄ犑δ
ｄδ
狘δ＝０ ＝∫

犾

０

［狌（狓，犜；狇）－犵（狓）］
狌

δ
狘δ＝０ｄ狓＋

犖∫
犾

０
狇·（犺－狇）ｄ狓≥０ （１０）

令珘狌δ ＝
狌

δ
，方程（１）直接计算可得以下方程：

狌δ狋－（犪δ狌δ狓）狓＋狇δ珘狌δ＋（犺－狇）狌δ ＝珘狌δ犳
′（狌δ）

珘狌δ（狓，０）＝０

珘狌δ狓（０，狋）＝珘狌δ犫
′
１（狌δ）

珘狌δ，狓（犾，狋）＝－珘狌δ犫
′
２（狌δ

烅

烄

烆 ）

（１１）

令ξ＝
珘狌狘δ＝０，则ξ满足：

ξ狋－（犪ξ狓）狓＋狇ξ＋（犺－狇）狌＝ξ犳
′（狌）

ξ（狓，０）＝０

ξ狓（０，狋）＝ξ犫
′
１（狌）

ξ狓（犾，狋）＝－ξ犫
′
２（狌

烅

烄

烆 ）

（１２）

所以可以得到

∫
犾

０

［狌（狓，犜；狇）－犵（狓）］ξ（狓，犜）ｄ狓＋犖∫
犾

０
狇·

（犺－狇）ｄ狓≥０

这就完成了定理３．１的证明。

４　 局部唯一性

最优控制问题（３）是非凸的，一般没有全局唯

一性，这在优化控制问题中是较为常见的。然而，如

果犜相对较小，则可以证明该解是局部唯一的。

假设狇１（狓）和狇２（狓）是最优控制问题Ｐ１的两个

最小化子，

令

狌１－狌２ ＝犝，ξ１＋ξ２ ＝Ξ，狇１－狇２ ＝犙

则犝 和Ξ满足

犝狋－（犪犝狓）狓＋狇１犝＝－犙狌２＋犳（狌１）－犳（狌２）

犝（狓，０）＝０

犝狓（０，狋）＝犫１（狌１）－犫１（狌２）

犝狓（犾，狋）＝－（犫２（狌１）－犫２（狌２

烅

烄

烆 ））

（１３）

Ξ狋－（犪Ξ狓）狓＋狇１Ξ＝犙ξ２＋犙犝＋ξ１犳
′（狌１）＋

ξ２犳
′（狌２）

Ξ（狓，０）＝０

Ξ狓（０，狋）＝ξ１犫
′
１（狌１）＋ξ２犫

′
１（狌２）

Ξ狓（犾，狋）＝－ξ１犫
′
２（狌１）－ξ２犫

′
２（狌２

烅

烄

烆 ）

（１４）

当狇＝狇２ 时，取犺＝狇１，则ξ２ 满足

ξ２狋－（犪ξ２狓）狓＋狇２ξ２ ＝－犙狌２＋ξ２犳
′（狌２）

ξ２（狓，０）＝０

ξ２狓（０，狋）＝ξ２犫
′
１（狌２）

ξ２狓（犾，狋）＝－ξ２犫
′
２（狌２

烅

烄

烆 ）

（１５）

引理４．１　 对于任何连续有界函数犵（狓）∈

犆（０，犾），有

ｍａｘ
（０，犾）
狘犵（狓）狘≤狘犵（狓０）狘＋槡犾（∫

犾

０
狘犵狘

２ｄ狓）
１
２

（１６）

证明 　 对于任意的０＜狓＜犾，有

狘犵（狓）狘≤狘犵（狓０）狘＋狘∫
狓

狓
０

犵
′ｄ狓狘≤狘犵（狓０）狘＋

（∫
犾

０
１ｄ狓）

１
２（∫

犾

０
狘犵狘

２ｄ狓）
１
２

这就完成了引理４．１的证明。

引理４．２　 对于式（１３），有如下估计

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０
犝２ｄ狓≤犆ｍａｘ狘犙狘

２

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ狋

（１７）

其中：犆与犜 无关。

证明 　０≤θ≤１，

犳（狌１）－犳（狌２）＝犳
′（狌２＋θ（狌１－狌２））（狌１－狌２）＝

犳
′（狌２＋θ犝）犝≤犕犝

对于方程（１３），有０＜狋≤犜

∫
狋

０∫
犾

０
犝犝狋ｄ狓ｄ狋 －∫

狋

０∫
犾

０
犝（犪犝狓）狓ｄ狓ｄ狋 ＋∫

狋

０

∫
犾

０
狇１犝

２ｄ狓ｄ狋＋∫
狋

０∫
犾

０
犝犙狌２ｄ狓ｄ狋 ＝∫

狋

０∫
犾

０
犳
′（狌２ ＋

θ犝）犝
２ｄ狓ｄ狋

由分部积分可得

∫
狋

０∫
犾

０
犝（犪犝狓）狓ｄ狓ｄ狋＝∫

狋

０∫
犾

０

（犪犝狓犝）狓ｄ狓ｄ狋－∫
狋

０

８５１
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∫
犾

０
犪犝２狓ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０
犪（犾）（犫２（狌１）－犫２（狌２））犝（犾，狋）ｄ狋－

∫
狋

０
犪（０）（犫１（狌１）－犫１（狌２））犝（０，狋）ｄ狋－∫

狋

０∫
犾

０
犪犝２狓ｄ狓ｄ狋

注意到

犫犻（狌１）－犫犻（狌２）＝犫
′
犻（ξ犻）（狌１－狌２）＝犫

′
犻（ξ犻）犝

于是

∫
狋

０∫
犾

０
犝（犪犝狓）狓ｄ狓ｄ狋＝∫

狋

０
犪（犾）犫′２（ξ２）犝

２（犾，狋）ｄ狋－

∫
狋

０
犪（０）犫′１（ξ１）犝

２（０，狋）－∫
狋

０∫
犾

０
犪犝２狓ｄ狓ｄ狋

再由犫′犻的非负性知

１

２∫
犾

０
犝２狘（狓，狋）ｄ狓＋∫

狋

０∫
犾

０
犪犝２狓ｄ狓ｄ狋＋α０∫

狋

０∫
犾

０
犝２ｄ狓ｄ狋≤

犆ｍａｘ狘犙狘
２

∫
狋

０∫
犾

０

（狌２）
２ｄ狓ｄ狋＋犆∫

狋

０∫
犾

０
犝２ｄ狓ｄ狋

因此由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可以得到

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０
犝２ｄ狓＋∫

犜

０∫
犾

０
狘犝狓狘

２ｄ狓ｄ狋≤犆ｍａｘ狘犙狘
２

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ狋

引理获证。

引理４．３　 假设有如下估计

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０
ξ
２
２ｄ狓≤犆ｍａｘ狘犙狘

２

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ狋

（１８）

其中：常数犆与犜 无关。

证明 　 类比引理４．２的证明，对于方程（１５），

有

∫
狋

０∫
犾

０
ξ２ξ２狋ｄ狓ｄ狋 －∫

狋

０∫
犾

０
ξ２（犪ξ２狓）狓ｄ狓ｄ狋 ＋∫

狋

０

∫
犾

０
狇２ξ

２
２ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０∫
犾

０
ξ２犙狌２ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０∫
犾

０
ξ
２
２犳
′（狌２）ｄ狓ｄ狋

由分部积分得

１

２∫
犾

０
ξ
２
２ 狘（狓，狋）ｄ狓 －∫

狋

０∫
犾

０

（犪ξ２狓，ξ２）狓ｄ狓ｄ狋＋∫
狋

０

∫
犾

０
狇２ξ

２
２ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０∫
犾

０
犪ξ

２
２狓ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０∫
犾

０
ξ２犙狌２ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０

∫
犾

０
ξ
２
２犳
′（狌２）ｄ狓ｄ狋

其中

∫
狋

０∫
犾

０

（犪ξ２狓ξ２）狓ｄ狓ｄ狋＝∫
狋

０
犪（犾）ξ２狓（犾，狋）ξ２（犾，狋）ｄ狋－

∫
狋

０
犪（０）ξ２狓（０，狋）ξ２（０，狋）ｄ狋－∫

狋

０∫
犾

０
犪ξ

２
２狓ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０
犪（犾）

犫′２（狌２）ξ
２
２（犾，狋）ｄ狋 －∫

狋

０
犪（０）犫′１（狌１）ξ

２
２（０，狋）ｄ狋 －∫

狋

０

∫
犾

０
犪ξ

２
２狓ｄ狓ｄ狋

所以有

１

２∫
犾

０
ξ
２
２狘（狓，狋）ｄ狓＋∫

狋

０∫
犾

０
犪ξ
２
２狓ｄ狓ｄ狋＋α０∫

狋

０∫
犾

０
ξ
２
２ｄ狓ｄ狋≤

犆（ｍａｘ狘犙狘）
２

∫
狋

０∫
犾

０

（狌２）
２ｄ狓ｄ狋＋犆∫

狋

０∫
犾

０
ξ
２
２ｄ狓ｄ狋

因此由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可以得到

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０
ξ
２
２ｄ狓＋∫

犜

０∫
犾

０
狘ξ２狓狘

２ｄ狓ｄ狋≤犆ｍａｘ狘犙狘
２

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ狋

引理４．３证毕。

引理４．４　 对于方程（１４）有如下估计

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０
Ξ
２ｄ狓≤犆ｍａｘ狘犙狘

４

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ狋

（１９）

其中：常数犆与犜 无关。

证明 　 通过类比引理４．２，有

∫
狋

０∫
犾

０
ΞΞ狋ｄ狓ｄ狋 －∫

狋

０∫
犾

０
Ξ（犪Ξ狓）狓ｄ狓ｄ狋 ＋∫

狋

０

∫
犾

０
狇１Ξ

２ｄ狓ｄ狋＝－∫
狋

０∫
犾

０
Ξ犙ξ２ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０∫
犾

０
Ξ犙犝ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０

∫
犾

０
Ξξ１犳

′（狌１）ｄ狓ｄ狋＋∫
狋

０∫
犾

０
Ξξ２犳

′（狌２）ｄ狓ｄ狋

由分部积分得

∫
狋

０∫
犾

０
Ξ（犪Ξ狓）狓ｄ狓ｄ狋＝∫

狋

０
犪（犾）Ξ狓（犾，狋）Ξ（犾，狋）ｄ狋－

∫
狋

０
犪（０）Ξ狓（０，狋）Ξ（０，狋）ｄ狋－∫

狋

０∫
犾

０
犪Ξ

２
狓ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０
犪（犾）

［ξ１犫
′
２（狌１）＋ξ２犫

′
２（狌２）］Ξ（犾，狋）ｄ狋－∫

狋

０
犪（０）［ξ１犫

′
１（狌１）＋

ξ２犫
′
１（狌２）］Ξ（犾，狋）ｄ狋－∫

狋

０∫
犾

０
犪Ξ

２
狓ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０
犪（犾）［ξ１犫

′
２

（狌１）＋ξ２犫
′
２（狌１）－ξ２犫

′
２（狌１）＋ξ２犫

′
２（狌２）］Ξ（犾，狋）ｄ狋－

∫
狋

０
犪（０）［ξ１犫

′
１（狌１）＋ξ２犫

′
１（狌１）－ξ２犫

′
１（狌１）＋ξ２犫

′
１（狌２）］Ξ

（０，狋）ｄ狋－∫
狋

０∫
犾

０
犪Ξ

２
狓ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０
犪（犾）犫′２（狌１）Ξ

２（犾，狋）ｄ狋－

∫
狋

０
犪（犾）ξ２［犫

′
２（狌２－犫

′
２（狌１））］Ξ（犾，狋）ｄ狋－∫

狋

０
犪（０）犫′１（狌１）

Ξ
２（０，狋）ｄ狋－∫

狋

０
犪（０）ξ２［犫

′
１（狌２）－犫

′
１（狌１）］Ξ（０，狋）ｄ狋－

∫
狋

０∫
犾

０
犪Ξ

２
狓ｄ狓ｄ狋＝－∫

狋

０
犪（犾）犫′２（狌１）Ξ

２（犾，狋）ｄ狋－∫
狋

０
犪（犾）

ξ２［犫
″
２（狌２＋θ犝）（－犝）］Ξ（犾，狋）ｄ狋－∫

狋

０
犪（０）犫′１（狌１）Ξ

２

（０，狋）ｄ狋－∫
狋

０
犪（０）ξ２［犫

″
１（狌２＋θ犝）（－犝）］Ξ（０，狋）ｄ狋－

∫
狋

０∫
犾

０
犪Ξ

２
狓ｄ狓ｄ狋

与此同时
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∫
狋

０∫
犾

０
Ξξ１犳

′（狌１）ｄ狓ｄ狋＋∫
狋

０∫
犾

０
Ξξ２犳

′（狌２）ｄ狓ｄ狋＝∫
狋

０

∫
犾

０
Ξ（ξ１犳

′（狌１）＋ξ２犳
′（狌１））ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０∫
犾

０
Ξ（ξ２犳

′（狌２）－

ξ２犳
′（狌１））ｄ狓ｄ狋＝∫

狋

０∫
犾

０
Ξ
２
犳
′（狌１）ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０∫
犾

０
Ξξ２［犳

″

（狌２＋θ犝）（－犝）］ｄ狓ｄ狋

利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式以及犫′犻≥δ犻≥０，犫
″
犻，犳

′，犳
″

的有界性，可得：

１

２∫
犾

０
Ξ
２ｄ狓＋∫

狋

０
犪（犾）犫′２（狌１）Ξ

２（犾，狋）ｄ狋＋∫
狋

０
犪（０）

犫′１（狌１）Ξ
２（０，狋）ｄ狋＋∫

狋

０∫
犾

０
犪Ξ

２
狓ｄ狓ｄ狋＋∫

狋

０∫
犾

０
狇１Ξ

２ｄ狓ｄ狋≤

犆ｍａｘ狘犙狘
２（∫

犜

０∫
犾

０
狘ξ２狘

２ｄ狓ｄ狋＋∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ狋）＋

犆∫
狋

０∫
犾

０
Ξ
２ｄ狓ｄ狋

证明过程使用了引理４．２和４．３。

所以有

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０
Ξ
２ｄ狓≤犆ｍａｘ狘犙狘

２（∫
犜

０∫
犾

０
狘ξ２狘

２ｄ狓ｄ狋＋

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ狋） （２０）

根据式（１７），（１８）及（２０）就能证得结论。

定理４．５　假设狇１（狓），狇２（狓）是最优化问题（３）

的两个最小化子。如果存在一个点狓０，使得

狇１（狓０）＝狇２（狓０）

则对于相对较小的犜及任意的狓∈ （０，犾），有

狇１（狓）＝狇２（狓）

证明 　 在式（７）中，当狇＝狇１时，取犺＝狇２；当

狇＝狇２ 时，取犺＝狇１，则有

∫
犾

０

［狌１（狓，犜）－犵（狓）］ξ１（狓，犜）ｄ狓＋犖∫
犾

０
狇１·

（狇２－狇１）ｄ狓≥０ （２１）

∫
犾

０

［狌２（狓，犜）－犵（狓）］ξ２（狓，犜）ｄ狓＋犖∫
犾

０
狇２·

（狇１－狇２）ｄ狓≥０ （２２）

其中｛狌犻，ξ犻｝，（犻＝１，２）分别是狇＝狇犻（犻＝１，２）和犺＝

狇犼（犼＝２，１）时方程（１）和（８）的解，则根据式（２１）和

（２２）有

犖∫
犾

０
狘 （狇１ －狇２）狘

２ｄ狓 ≤∫
犾

０

［狌１（狓，犜）－

犵（狓）］ξ１（狓，犜）ｄ狓＋∫
犾

０

［狌２（狓，犜）－犵（狓）］ξ２（狓，犜）ｄ狓≤

∫
犾

０

［狌１（狓，犜）－犵（狓）］ξ１（狓，犜）ｄ狓＋∫
犾

０

［狌１（狓，犜）－

犵（狓）］ξ２（狓，犜）ｄ狓＋∫
犾

０

［狌２（狓，犜）－犵（狓）］ξ２（狓，犜）

ｄ狓－∫
犾

０

［狌１（狓，犜）－犵（狓）］ξ２（狓，犜）ｄ狓≤∫
犾

０

［狌１（狓，

犜）－犵（狓）］Ξ（狓，犜）ｄ狓－∫
犾

０
犝（狓，犜）ξ２（狓，犜）ｄ狓

（２３）

根据引理４．１及定理４．５的假设，有

ｍａｘ狘犙狘≤槡犾（∫
犾

０
狘犙狘

２ｄ狓）
１
２ （２４）

根据式（２３）和（２４）以及Ｈｌｄｅｒ不等式有

犖∫
犾

０
狘（狇１－狇２）狘

２ｄ狓≤犆∫
犾

０
Ξ
２（狓，犜）ｄ槡 狓＋

犆∫
犾

０
犝２（狓，犜）ｄ槡 狓∫

犾

０
狘ξ２（狓，犜）狘

２ｄ槡 狓 （２５）

所以从式（２４），（２５）以及引理４．２～ 引理４．４

可以得到

犖∫
犾

０
狘（狇１－狇２）狘

２ｄ狓≤

犆ｍａｘ狘犙狘
２（∫

犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ槡 狋＋∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ槡 狋

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ槡 狋） （２６）

由引理４．１知

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌２狘

２ｄ狓ｄ狋≤犆犜∫
犾

０
狌２０ｄ狓≤犆犜

从而根据式（２４），（２６）有

∫
犾

０
狘犙狘

２ｄ狓≤
犆（槡犜＋犜）

犖
ｍａｘ狘犙狘

２
≤犆犾

槡犜
犖∫

犾

０
狘犙狘

２ｄ狓 （２７）

其中：犆与犜 无关。

选择相对较小的犜，使得

犆犾槡犜
犖
＝
１

２
（２８）

结合式（２７）及（２８）就有

犙＝０，狓∈ （０，犾） （２９）

这意味着犙＝狇１（狓）－狇２（狓）＝０，狓∈ （０，犾）。

定理获证。

５　 稳定性

假设真正的解犵（狓）是可以实现的，即 狇∈

犃，使得狌（狓，犜；狇）＝犵（狓），以及噪声水平为δ，且满

足

‖犵δ（狓）－犵（狓）‖犔
２（０，犾）≤δ （３０）

其中观测数据是已知的。设狇δ为最优化问题Ｐ１中当

犵（狓）被犵δ（狓）所取代时的一个最小化子，且｛狌
δ，ξ

δ｝

是方程（１）和（８）中狇和犵（狓）被狇δ和犵δ（狓）所取代

０６１
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时的解。根据第４节中的唯一性，有狇δ 是唯一的，当

犜相对较小时，本文将证明目标泛函的最小化子犔２

的稳定性。

定义５．１　 如果

‖犵δ（狓）－犵（狓）‖犔
２（０，犾）→０

有

‖狇
δ
－狇‖犔

２（０，犾）→０

则称最优解狇（狓）是犔
２ 稳定的。

令

狌δ－狌＝犝
δ，ξ

δ
＋ξ＝Ξ

δ，狇δ－狇＝犙δ

则犝δ 和犙δ 满足

犝δ狋－（犪犝
δ
狓）狓＋狇

δ犝δ ＝－犙
δ狌＋犳（狌δ）－犳（狌）

犝δ（狓，０）＝０

犝δ狓（０，狋）＝ （犫１（狌
δ）－犫１（狌））

犝δ狓（犾，狋）＝－（犫２（狌
δ）－犫２（狌

烅

烄

烆 ））

（３１）

Ξ
δ
狋－（犪Ξ

δ
狓）狓＋狇

δ
Ξ
δ
＝犙

δ
ξ＋ξ

δ
犳
′（狌δ）＋ξ犳

′（狌）

Ξ
δ（狓，０）＝０

Ξ
δ
狓（０，狋）＝ξ

δ犫′１（狌
δ）＋ξ犫

′
１（狌）

Ξ
δ
狓（犾，狋）＝－ξ

δ犫′２（狌
δ）－ξ犫

′
２（狌

烅

烄

烆 ）

（３２）

引理５．１　 对于方程犝δ 和Ξδ 有如下估计

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０

（犝δ）２ｄ狓ｄ狋≤犆ｍａｘ狘犙
δ
狘
２

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌狘

２

ｄ狓ｄ狋 （３３）

ｍａｘ
０≤狋≤犜∫

犾

０

（Ξδ）
２ｄ狓ｄ狋≤犆ｍａｘ狘犙

δ
狘
４

∫
犜

０∫
犾

０
狘狌狘

２

ｄ狓ｄ狋 （３４）

其中：犆与犜 无关。

证明 　 该证明类似于引理４．２和引理４．４。

定理５．２　设狇（狓），狇δ（狓）是最优控制问题对应

犵（狓），犵δ（狓）的最小化子，则对于相对较小的犜有以

下估计

ｍａｘ
狓∈（０，犾）

狘狇
δ
－狇狘≤犆

１

槡犖‖犵δ－犵‖犔
２（０，犾）

其中：犆与犖，δ无关。

证明 　 该证明的前一部分与定理４．５相似，从

式（２５）开始有

犖∫
犾

０
狘 （狇δ －狇）狘

２ｄ狓 ≤∫
犾

０

［狌δ（狓，犜）－

犵δ（狓）］Ξ
δ（狓，犜）ｄ狓－∫

犾

０
犝δ（狓，犜）ξ（狓，犜）ｄ狓＋∫

犾

０

［犵δ

（狓）－犵（狓）］ξ（狓，犜）ｄ狓≤犆∫
犾

０
狘Ξ

δ（狓，犜）狘
２ｄ槡 狓＋

犆∫
犾

０
狘犝

δ（狓，犜）狘
２ｄ槡 狓∫

犾

０
狘ξ（狓，犜）狘

２ｄ槡 狓＋犆∫
犾

０

狘ξ（狓，犜）狘
２ｄ狓＋犆∫

犾

０
狘犵δ－犵狘

２ｄ狓 （３５）

根据引理４．１及定理４．５有

ｍａｘ狘犙
δ
狘≤槡犾（∫

犾

０
狘犙

δ
狘
２ｄ狓）

１
２ （３６）

然后由引理５．１及式（３５），（３６），有

ｍａｘ狘犙
δ
狘
２
≤犾‖犙

δ
‖犔２（０，犾）≤犆犾

槡犜 ＋犜＋犜
犖

狘犙
δ
狘
２
＋
犆犾
犖
‖犵δ－犵‖

２
犔
２（０，犾） （３７）

选择相对较小的犜，使得

犆犾槡犜
犖
＝
１

２
（３８）

所以就有

ｍａｘ
狓∈（０，犾）

狘狇
δ
－狇狘

２
≤
犆犾
犖
‖犵δ－犵‖

２
犔
２（０，犾）

从而定理获证。

备注５．１　 最优解的唯一性和稳定性取决于正

则化参数犖 的选取，假设

犖 →０，δ→０，
δ
２

犖
→０

则根据定理５．２有

ｌｉｍ
δ→０
狇
δ
＝狇

其中狇是原问题Ｐ的解。

６　结论

确定抛物方程的系数问题，对许多科学家和工

程师来说仍然是一个棘手的问题。困难是由于缺乏

传统的稳定性、非线性及非凸性。本文在具有非线

性源项和非线性边界的情况下，反演了抛物方程的

辐射系数。在最优框架的基础上，将原问题转化为

了一个优化问题，建立了控制泛函极小值的存在性

和必要条件，并证明了在一定条件下的局部唯一性和

稳定性。本文主要研究了一维逆问题的理论分析。

对于多维情况，本文提出的方法也是适用的。应该提

到的是，二维的情况可能对工程师来说更有兴趣，也

更有帮助。然而，二维反问题的理论和数值处理比一

维情况复杂得多。未来的工作将包括：１）最优解数

值模拟的实现；２）从一些额外的条件，确定与空间和

时间都相关的系数狇（狓，狋），例如

狌（狓，狋）＝犵δ（狓，狋），（狓，狋）∈犙

其中：犵δ 是包含误差的观测数据。
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